Résolution exacte du pendule simple

Fonctions elliptiques de Jacobi

Noah Roetman

Equation du mouvement

é+%sin9=0

Energie mécanique

1 ..
E(t) = §ml292 + mgl(1 — cosf)

Conservation de I’énergie mécanique :

1 .
§m1292 + mgl(1 — cos) = mgl(1 — cos by)

Donc, en simplifiant par mi? :

1.
592 + %(1 —cosf) = = (1 — cosby)

|

On sait que :

0
cosf =1 —2311125
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0° = l <sm 5 —sin 2>
Changement de variable
On pose :
k:Sin@, Singzksinap
2 2
Alors :

cos? 5= 1 —k?sin®



En dérivant :

1 0
—cos =df = kcospdyp

2 2
Donc :

J0 — 2k cos ¢ dy
Et :

/ 0
k2 —sinQE = kcosy

Intégrale elliptique

En remplacant dans 1’équation différentielle :

T LN
9+/1— k2sin?

L l/‘P drp
9 Jo 1 — k2sin® )

C’est I'intégrale elliptique incomplete de premiere espece :

En intégrant :

F(p, k)

Solution avec fonctions de Jacobi

En utilisant les fonctions elliptiques de Jacobi am et sn :
Y= am(ﬁt, k>, sin g = sn<\/gt, k)

sin — = ksi
m2 inp

8(t) = 2arcsin <k sn(ﬁt, k>)

Donc :

Donc :

D’ou la solution finale :

o . . 90 g . 90
0(t) = 2arcsin (sm 5 sn<\/;t, sin §>)




