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Équation du mouvement

θ̈ +
g

l
sin θ = 0

Énergie mécanique

E(t) =
1

2
ml2θ̇2 +mgl(1− cos θ)

Conservation de l’énergie mécanique :

E(θ) = E(0)

1

2
ml2θ̇2 +mgl(1− cos θ) = mgl(1− cos θ0)

Donc, en simplifiant par ml2 :

1

2
θ̇2 +

g

l
(1− cos θ) =

g

l
(1− cos θ0)

On sait que :

cos θ = 1− 2 sin2 θ

2

θ̇2 =
4g

l

(
sin2 θ0

2
− sin2 θ

2

)

Changement de variable

On pose :

k = sin
θ0
2
, sin

θ

2
= k sinφ

Alors :

cos2
θ

2
= 1− k2 sin2 φ
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En dérivant :
1

2
cos

θ

2
dθ = k cosφdφ

Donc :

dθ =
2k cosφ√
1− k2 sin2 φ

dφ

Et : √
k2 − sin2 θ

2
= k cosφ

Intégrale elliptique

En remplaçant dans l’équation différentielle :

dt =

√
l

g

dφ√
1− k2 sin2 φ

En intégrant :

t =

√
l

g

∫ φ

0

dψ√
1− k2 sin2 ψ

C’est l’intégrale elliptique incomplète de première espèce :

F (φ, k)

Solution avec fonctions de Jacobi

En utilisant les fonctions elliptiques de Jacobi am et sn :

φ = am
(√g

l
t, k

)
, sinφ = sn

(√g

l
t, k

)
Donc :

sin
θ

2
= k sinφ

Donc :

θ(t) = 2 arcsin

(
k sn

(√g

l
t, k

))
D’où la solution finale :

θ(t) = 2 arcsin

(
sin

θ0
2
· sn

(√g

l
t, sin

θ0
2

))
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